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Re´sume´
Le proble`me de la diffusion mole´culaire dans un me´lange fluide bi-espe`ce est ici aborde´ des deux
points de vue comple´mentaires de la Me´canique des milieux continus – d’une manie`re quelque
peu diffe´rente de celle retenue par Truesdell dans [1] – et de la Thermodynamique. Il est ainsi
montre´ que la force lie´e a` la ’traˆıne´e diffusive’, i.e. au frottement visqueux inter-constituant, est
ne´cessairement lie´e a` la vitesse de diffusion relative d’un constituant par rapport a` l’autre. La
premie`re loi de Fick est e´galement retrouve´e en tant que condition suffisante a` la positivite´ de la
dissipation associe´e aux mouvements diffusifs, laquelle ne peut cependant eˆtre e´tablie que si, au
pre´lable, les e´quations re´gissant les mouvements diffusifs quasi-statiques sont elles-meˆmes e´tablies.
Mots-cle´s : Me´canique des milieux continus ; mouvement diffusif ; principe fondamental de la dynamique ;
compatibilite´ thermodynamique ; premie`re loi de Fick.
Abstract
The problem of the molecular diffusion in a biphasic fluid mixture is studied here from the two
complementary points of view of Continuum Mechanics – in a somewhat different manner from
Truesdell in [1] – and that of Thermodynamics. It is established that the force involved in the
’diffusive drag’, i.e. in the inter-constituent viscous friction, is necessarily linked to the relative
diffusion velocity of one constituent with respect to the other. We also end up with Fick’s first law,
which appears to be a sufficient condition for the dissipated power associated with the diffusive
motions to be positive.
Key words : Continuum Mechanics ; diffusive motion ; fundamental principle of dynamics ; thermody-
namic compatibility ; Fick’s first law.
1 Introduction
Il est largement admis que la premie`re loi de Fick – ainsi que la seconde, d’ailleurs, qui n’est ce-
pendant rien d’autre que la combinaison de la premie`re avec l’e´quation de conservation de la masse de
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l’espe`ce conside´re´e – de´crit correctement le phe´nome`ne de diffusion mole´culaire, au moins dans certaines
circonstances (e´coulements non turbulents de me´langes fluides compose´s de deux espe`ces e´lectriquement
et chimiquement neutres, p. ex.). Cette loi, cependant, ne repose initialement sur 1 « ... aucune base [phy-
sique] sinon une analogie ave´re´e avec l’e´coulement [sic] de la chaleur...”’, ainsi que le mentionne Truesdell
dans [1].
Pour combler cette lacune, Truesdell, toujours dans [1], a propose´ une the´orie me´canique de la diffusion
a` la fois rigoureuse et pertinente. Celle-ci est essentiellement base´e sur l’ide´e que « ... les traˆıne´es diffu-
sives sont a` l’origine de la force ge´ne´rant les mouvements [diffusifs]... ». Plus pre´cise´ment, l’approche de
Truesdell est base´e sur la notion de ’momentum supply’ 2 , laquelle re´sulte, dans chacune des espe`ces du
me´lange, « ... d’un surcroˆıt de forces agissant sur l’espe`ce par rapport aux forces exte´rieures [la gravite´, p.
ex.] applique´es a` l’espe`ce et aux forces ge´ne´re´es par son contact avec son environnement [les contraintes]. »
Donnant une expression particulie`re a` ce ’surcroˆıt de forces’, Truesdell de´montre ensuite un certain nombre
de re´sultats importants. Sans les remettre en cause en quoi que ce soit, on peut toutefois souligner que cette
expression du ’surcroˆıt de forces’ qui les sous-tend est postule´e a priori (en cohe´rence avec l’ide´e premie`re
que les ’traˆıne´es diffusives’ sont a` l’origine des forces, bien e´videmment). Il n’est alors pas ille´gitime de se
demander si cette expression est la seule physiquement admissible ou si des alternatives peuvent lui eˆtre
trouve´es : c’est a` cette question que, en premier lieu, le pre´sent article entend donner quelques e´le´ments de
re´ponse. Il faut toutefois tout de suite souligner que les re´sultats que l’on donne ici ne sont valables que pour
un fluide bi-espe`ce, alors que ceux e´tablis par Truesdell dans [1] concernent des me´langes constitue´s d’un
nombre quelconque d’espe`ces. Il est tout aussi important de signaler de`s maintenant que, a` la diffe´rence
de Truesdell, on ne base pas cette e´tude sur les e´quations de mouvement (’absolu’) de chacune des espe`ces
mais sur les e´quations de leur mouvement diffusif, lequel n’est que relatif. La notion de ’surcroˆıt de forces’
se trouve ainsi remplace´e par celle 3 de force de frottement inter-espe`ce.
Cet article est organise´ comme suit : les notions me´caniques strictement ne´cessaires a` l’e´tude sont pre´sente´es
dans le le Paragraphe (2), ou` les importantes e´quations d’e´quilibre (quasi-statique) diffusif sont e´galement
e´tablies. Le Paragraphe (3) est tout d’abord consacre´ aux premier et second principes de la Thermodyna-
mique tels qu’ils s’expriment compte tenu des e´quations me´caniques e´tablies dans Para. (2). Des conditions
ne´cessaires et des conditions suffisantes a` la ve´rification syste´matique de l’ine´galite´ de Clausius-Duhem
y sont e´galement propose´s qui, notamment, permettent de pre´ciser l’expression de la force de frottement
inter-espe`ces et de retrouver la premie`re loi de Fick.
2 Hypothe`ses ge´ne´rales et e´quations d’e´quilibre quasi-statique
Le syste`me mate´riel fini (ou global) conside´re´ dans cet article est un me´lange fluide compose´ de deux
espe`ces, chimiquement et e´lectriquement neutres. Le domaine occupe´ par ce syste`me a` l’instant ge´ne´rique t
est note´ D (D ⊂ R3). Un quelconque sous-domaine infinite´simal de D est indiffe´remment appele´ ’particule’
ou ’syste`me local’ par la suite. La description d’Euler est retenue pour tous les champs.
La tempe´rature est suppose´e eˆtre localement la meˆme dans les deux espe`ces. Le jeu de variables d’e´tat
caracte´risant l’e´tat thermome´canique de la particule peut alors eˆtre restreint a` :
T, ρ, ρ1 (1)
ou` T est la tempe´rature absolue et ρ (resp. ρ1) la masse volumique du me´lange (resp. la masse volumique
partielle de l’espe`ce 1). La masse volumique partielle de l’espe`ce 2 est lie´e a` celle de l’espe`ce 1 et a` la masse





La premie`re hypothe`se ge´ne´rale de cette e´tude est relative a` la puissance des efforts inte´rieurs a` l’œuvre
dans le syste`me local. Conside´rant que :
i – (cf. e´galement H2-1) l’e´tude du seul mouvement moyen, auquel une puissance des efforts inte´rieurs est
associe´e, est e´videmment insuffisante pour rendre compte de la principale caracte´ristique du phe´nome`ne
de diffusion mole´culaire, soit le mouvement diffusif de chacune des deux espe`ces,
ii – (cf. e´galement H2-2) en conse´quence, ces deux mouvements diffusifs doivent eˆtre explicitement pris en
1Les traductions de l’article de Truesdell ici propose´es sont de moi.
2Je n’ai pas trouve´ de traduction satisfaisante de cette expression.
3Ces deux notions sont e´quivalentes. De mon point de vue, toutefois, celle de force de frottement inter-espe`ce
est plus facile a` interpre´ter physiquement.
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compte avec, pour chacun, une puissance des efforts inte´rieurs associe´e a priori non nulle,
iii – (cf. e´galement H2-3) le mouvement diffusif relatif de l’espe`ce 2 par rapport a` l’espe`ce 1 (ou vice-versa)
est a` l’origine de la force de frottement contribuant elles aussi a` la puissance des efforts inte´rieurs,
cette premie`re hypothe`se s’e´nonce :
H1 : La puissance des efforts inte´rieurs locale (par unite´ de volume) est la somme de :
– (H1-1) la puissance des efforts inte´rieurs associe´e au mouvement moyen du me´lange : P im,





– (H1-3) la puissance des efforts inte´rieurs associe´e au mouvement diffusif relatif de l’espe`ce 2 par rapport
a` l’espe`ce 1 (ou vice-versa) : P ir
D’apre`s H1, la puissance volumique des efforts inte´rieurs, P i, s’e´crit donc :
P i = P im +
2X
k=1
P idk + P
ir (3)
Dans la seconde hypothe`se ge´ne´rale de cette e´tude, chacun des trois termes apparaissant dans H1 est
classiquement de´fini comme le produit scalaire d’une variable de type force et d’une variable cine´matique.
Le principe d’indiffe´rence mate´rielle (cf., p. ex., Truesdell and Noll, [2] ; on parlera ici d’objectivite´ plutoˆt
que d’indiffe´rence mate´rielle, meˆme si ces deux auteurs ont finalement renonce´ a` utiliser ce terme) fait
que : i – puisque la vitesse moyenne, vm, n’est pas objective, il est impossible de la faire intervenir dans
l’expression de P im. En revanche, la partie syme´trique de son gradient eule´rien,∇s(vm), est bien objective,
que l’on associera classiquement a` un tenseur des contraintes moyennes, σm, de fac¸on a` ce que P im soit
objectivement de´finie ; ii – de la meˆme fac¸on, pour chacune des deux espe`ces, on e´crira que P idk est le
produit scalaire d’un tenseur des contraintes de diffusion, σdk, et de la partie syme´trique du gradient
eule´rien des vitesses de diffusion vdk, ∇
s(vdk). On supposera cependant, en toute premie`re approximation,
que ce tenseur des contraintes de diffusion est purement sphe´rique, i.e. qu’il se re´duit a` une pression de
diffusion, −pdkG, ou` G de´signe le tenseur me´trique ; iii – quant a` P
ir, on la de´finira comme le produit
scalaire de la vitesse de diffusion relative, vr = vd2 − v
d
1, qui est bien objective, et d’un vecteur force (par
unite´ de volume) de frottement inter-espe`ces, f r.
En re´sume´ :
H2 : les variables locales cine´matiques et sthe´niques intervenant dans le proble`me sont :
– (H2-1) la vitesse moyenne du me´lange (vm ; non objective), la partie syme´trique de son gradient eule´rien
(Dm =ˆ∇s(vm) ; objective) et un tenseur des contraintes moyennes (σm = −pmG+dev (σm), qui devra
eˆtre objectif), tels que :
−P im = σm : Dm = −pmG : Dm + dev (σm) : dev (Dm)
– (H2-2) pour chacune des deux espe`ces, la vitesse de diffusion (vdk ; objective), la partie syme´trique de
son gradient eule´rien (Ddk =ˆ∇
s(vdk) ; objective) et un tenseur des contraintes de diffusion sphe´rique, i.e.
une pression de diffusion (σdk = −p
d
kG, qui devra eˆtre objectif), tels que :
v
d
k = vk − v









ou` vk est la vitesse de l’espe`ce k (non objective). Il est a` noter que v
d
k = vk quand v
m = 0 (me´lange
au repos). Il est e´galement a` noter que, a` ce niveau de l’e´tude, aucune relation n’a a` eˆtre impose´e, ni
entre vm et les vitesses des espe`ces, vk, ni entre les vitesses de diffusion, v
d
k.
– (H2-3) la vitesse de diffusion relative de l’espe`ce 2 par rapport a` l’espe`ce 1 (vr ; objective) et une force
volumique de frottement inter-espe`ces (f r, qui devra eˆtre objective), tels que :
v
r = vd2 − v
d
1 ; −P
ir = f r.vr = f r.(vd2 − v
d




1 = v2 − v1)
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On restreindra de´sormais l’e´tude aux seuls mouvements, tant moyens que diffusifs, quasi-statiques, soient
v˙m ≈ 0, v˙d1 ≈ 0, v˙
d
2 ≈ 0, la notation a˙, quelle que soit la grandeur scalaire ou tensorielle a, de´signant la





La puissance des quantite´s d’acce´le´ration e´tant ainsi ne´gligeable, la troisie`me hypothe`se ge´ne´rale de l’e´tude,
relative a` la puissance des efforts exte´rieurs, s’e´nonce comme suit :
H3 : La puissance des efforts exte´rieurs est la somme de ( Ω est un quelconque sous-domaine du
domaine D occupe´ par le fluide) :
– (H3-1) la puissance des efforts exte´rieurs associe´e au mouvement moyen, telle que (g est l’acce´le´ration












– (H3-2) pour chacune des deux espe`ces, la puissance des efforts exte´rieurs associe´e au mouvement diffusif,

















– (H3-3) la puissance des efforts exte´rieurs associe´e au mouvement diffusif relatif, telle que :
P
er = 0
La puissance totale des efforts exte´rieurs, Pe, d’apre`s H3, s’e´crit donc :
P






Puisque le principe fondamental de la dynamique (restreint ici, on le rappelle, a` des mouvements quasi-
statiques) :
P
i + Pe = 0 avec Pi =
Z
Ω
P i dV (6)
doit eˆtre satisfait quels que soient vm, vd1, v
d
2 et Ω ⊂ D, les classiques e´quations d’e´quilibre quasi-statique
et conditions aux limites sont retrouve´es pour le mouvement quasi-statique moyen, soient :
div(σm) + ρg = 0 dans D ; σm.N = Fm sur ∂D (7)
tandis que, pour le mouvement diffusif quasi-statique de chacune des deux espe`ces, ces e´quations s’e´crivent :
∇pdk + θkf
r = 0 dans D ; −pdkN = F
dk sur ∂D (8)










∇pdk = 0 dans D (9)
Les conditions aux limites Eq. (8)-2 sont sans inte´reˆt pour la suite de l’e´tude. On ne les commentera donc
pas dans cet article.
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3 Compatibilite´ thermodynamique : hypothe`se, conditions
ne´cessaires et conditions suffisantes
Le potentiel d’e´tat d’e´nergie interne massique (resp. d’e´nergie libre massique) du syste`me local est
note´ e(T, ρ, ρ1) (resp. ψ(T, ρ, ρ1)), avec e = ψ + sT , ou` s est l’entropie massique. Le premier principe de
la thermodynamique s’e´crit simplement (cf. p. ex. Garrigues, [3]) :
ρ e˙ = −div(q)− P i ⇔ ρ ψ˙ + ρT s˙+ ρ sT˙ = − div(q)− P i (10)
ou` q est le vecteur flux de chaleur et ou` la puissance des efforts inte´rieurs P i, cf. Eq. (3), est la somme des
puissances associe´es au mouvement moyen du me´lange, au mouvement diffusif de chacune des espe`ces et
au mouvement diffusif relatif d’une espe`ce par rapport a` l’autre, soit, selon H1 :











Par ailleurs, l’e´quation de conservation de la masse du me´lange s’e´crit :
ρ˙ = −ρG : Dm (12)
alors que celle de l’espe`ce 1 s’e´crit, en accord avec la relation liant la vitesse de l’espe`ce 1, sa vitesse de
diffusion et la vitesse du me´lange (cf. H2-2) :
∂ ρ1
∂ t
+∇ρ1.v1 = −ρ1 div(v1) = −ρ1 div(v
m + vd1) = −ρ1G : (D
m +Dd1) (13)
ou encore, puisque, selon Eq. (4), ρ˙1 = ∂ρ1/∂t+∇ρ1.v
m :




Il est ici a` noter que les e´quations Eq. (14) sont compatibles avec celle issue de Eq. (2), ρ˙ = ρ˙1 + ρ˙2, si et





2 = 0 (15)
Si l’on retient alors l’hypothe`se d’un « me´lange binaire a` masse volumique uniforme », dont Truesdell
rappelle dans [1] qu’elle est ne´cessaire a` la validite´ de la loi de Fick, soit :
H4 :∇ρ = 0 ⇔ ∇ρ2 = −∇ρ1






























Une nouvelle expression de la puissance volumique des efforts inte´rieurs, cf. Eq. (11), est ainsi obtenue a`
partir de Eq. (15) et Eq. (16), soit :
























A` partir de H1, H2 et Eq. (14), Eq. (10) peut alors eˆtre re´crite :
















































Le second principe de la Thermodynamique, quant a` lui, doit eˆtre ve´rifie´ (cf. Garrigues, [3]) : i – quel que








q.∇T ≥ 0 ∀(T, ρ1, ρ2) , ∀(T˙ ,D
m,Dd1 ,v
d
1) , ∀∇T (19)
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En combinant Eq. (18) et Eq. (19), on obtient alors l’ine´galite´ de Clausius-Duhem (qui stipule que la




















































∀(T, ρ, ρ1) , ∀(T˙ ,D
m,Dd1, v
d
1) , ∀∇T (20)
Si l’on suppose alors que :
H5 : aucune des ”inconnues” (soient q, pm, dev (σm), pdk, ∇ρ1 et f
r)
apparaissant dans Eq. (20) ne de´pend de T˙
le fait que l’entropie massique s soit une fonction d’e´tat permet alors d’e´tablir une premie`re condition











































Dans Eq. (22), seules les variables caracte´ristiques de l’e´volution de l’espe`ce 1, Dd1 et v
d
1 interviennent. De
ce fait, φd1 est donc la dissipation volumique associe´e au mouvement diffusif de l’espe`ce 1.
Si l’on admet alors que :
H6 : les pressions de diffusion, pdk, ne de´pendent que des variables d’e´tat
une premie`re condition ne´cessaire (et trivialement suffisante) a` la ve´rification syste´matique de l’ine´galite´








De Eq. (23), en accord avec H4 et sachant que, d’apre`s Eq. (8), ∇pd1 = −∇p
d
2 = f

































Il apparaˆıt alors que, d’apre`s Eq. (23)et Eq. (25), la dissipation volumique associe´e au mouvement diffusif
de l’espe`ce 1, cf. Eq. (22), peut s’exprimer en fonction des variables d’e´tat, de la vitesse de diffusion de
l’espe`ces 1 et du seul gradient de masse volumique partielle de cette espe`ce, soit :











Une condition ne´cessaire et suffisante a` la ve´rification syste´matique de Eq. (26) est que ∇ρ1 soit une
fonction, h1, de´pendant explicitement de v
d

























ou` sgn(x) = +1 si x > 0 et sgn(x) = −1 si x < 0. L’hypothe`se formule´e par Truesdell – les forces dues a`
la traˆıne´e diffusive (dont la re´sultante est repre´sente´e par la force volumique de frottement inter-espe`ces
f r dans cette e´tude) sont explicitement fonction des vitesses de diffusion, cf. [1] – se trouve ainsi justifie´e
par Eq. (25) et Eq. (27). Selon ces deux meˆmes e´quations, f r de´pend e´galement des variables d’e´tat.
Quant a` la fonction h1, la plus simple expression que l’on puisse lui donner – qui n’est donc qu’une






1 avec µ > 0 (28)













1 avec µ > 0 (29)
Dans Eq. (28) et Eq. (29), µ (en m2. s−1) s’interpre`te comme un parame`tre caracte´ristique du frottement
visqueux inter-espe`ce et pouvant e´ventuellement de´pendre des variables d’e´tat et des variables d’e´volution :
ainsi qu’on l’a de´ja` spe´cifie´ dans Eq. (28) et Eq. (29), la seule contrainte que lui impose la thermodynamique
est µ > 0. On peut aussi noter que Eq. (29) est bien cohe´rente avec Eq. (15) et H4.






1 avec µ > 0 (30)
n’est compatible avec Eq. (29) que si et seulement si ∂2ψ/∂ρ21 < 0. Outre cette restriction, la premie`re
loi de Fick repose sur plusieurs hypothe`ses qu’il n’est pas inutile de rappeler ici : ∇ρ = 0 (cf. H4) ; q,
pm, dev (σm), pdk, ∇ρ1 ni f
r ne de´pendent de T˙ (cf. H5) ; les pressions de diffusion, pdk, ne de´pendent
que des variables d’e´tat (cf. H6) ; Dm = 0 et ∇T = 0 (cf. Rmq. 1 ci-dessous). Il est e´galement important
de rappeler que cette loi n’est qu’une condition suffisante a` la non-ne´gativite´ de la dissipation volumique
associe´e au mouvement diffusif de l’espe`ce 1.
En ce qui concerne la partie restante de la dissipation, φm = φ − φd1, sa non-ne´gativite´ est assure´e a`







; dev (σm) = ν dev (Dm) (31)
ou` ν > 0 est la viscosite´ du me´lange et K > 0, sa conductivite´ thermique. On peut ici remarquer que,








Pour clore ce paragraphe, on soulignera que, de par leurs expressions Eq. (23), Eq. (29) et Eq. (31) en
fonction de variables qui sont toutes objectives, pdk, f
r, pm et dev (Dm) sont bien des grandeurs objectives.
—–
– Rmq. 1 : Si l’on renonce a` l’hypothe`se ∇T = 0 tout en conservant les autres hypothe`ses, soient H4, H5,






































1) , ∀∇T (34)
4A` titre d’exemple de condition suffisante alternative a` Eq. (28), i.e. a` la ve´rification syste´matique de Eq. (27),
on pourrait proposer : h1 = M1.(ρ1 vd1) ou` M1 serait un tenseur syme´trique (de valeurs propres re´elles, donc)



































1) , ∀∇T (35)

































soit encore, en supposant que, comme dans Eq. (30), ∂2ψ/∂ρ21 < 0 :
ρ1v
d





























Si η 6= 0 et η 6= 1, les e´galite´s Eq. (37) traduisent un couplage ”thermo-diffusif”, lequel peut facilement
s’interpre´ter dans les deux cas limites suivants : i – meˆme si ∇T = 0, le flux de chaleur q est non nul de`s
que ∇ρ1 6= 0 (effet dit ”Dufour”) ; ii – meˆme si ∇ρ1 = 0, la vitesse de diffusion de l’espe`ce 1, v
d
1, est non
nulle de`s que ∇T 6= 0 (effet dit ”Soret”). La pre´sentation ge´ne´ralement faite de ces deux effets correspond









ou` les deux termes de l’e´galite´ sont strictement positifs puisque qu’il a e´te´ pre´ce´demment suppose´ que
η ∈]0, 1[ et ∂2ψ/∂ρ21 < 0.
La premie`re loi de Fick, cf. Eq. (30), correspond a` Eq. (37)-1 quand ∇T = 0. Ainsi qu’on vient de le




Les deux principaux re´sultats de cette e´tude, valables si et seulement si les mouvements moyen et
diffusifs sont quasi-statiques (et, plus anecdotiquement, si les pressions de diffusion sont non visqueuses)
et si et seulement si les champs de masse volumique, de tempe´rature et de partie syme´trique du gradient
eule´rien des vitesses du me´lange sont uniformes, sont que : i – l’hypothe`se a priori de Truesdell, selon
laquelle la force associe´e a` la traˆıne´e diffusive est explicitement lie´e a` la vitesse de diffusion relative, est en
fait une condition ne´cessaire a` la non-ne´gativite´ de la dissipation associe´e aux mouvements diffusifs ; ii – la
premie`re loi de Fick, en revanche, n’est qu’une condition suffisante a` la non-ne´gativite´ de la dissipation
associe´e aux mouvements diffusifs, combine´e a` une condition peu contraignante (stricte positivite´) sur la
de´rive´e seconde du potentiel d’e´tat d’e´nergie libre massique par rapport a` la masse volumique partielle
de l’espe`ce conside´re´e. Il est e´galement important de souligner que ces deux conditions n’ont pu eˆtre
effectivement explicite´es dans cette e´tude qu’en tenant compte des e´quations re´gissant les mouvements
diffusifs, lesquelles ont donc duˆ eˆtre pre´lablement e´tablies.
A` titre de perspectives, on peut mentionner que certaines hypothe`ses formule´es dans cette e´tude pourraient
eˆtre facilement relaˆche´es de fac¸on a` obtenir une premie`re loi de Fick ’ge´ne´ralise´e’, soient : i – (en lien avec
H2-2) une partie de´viatoire pourrait eˆtre ajoute´e a` chacune des deux pressions de diffusion ; ii – (en lien
avec Eq. (23)-1) pour chacune des espe`ces, une partie visqueuse pourrait eˆtre ajoute´e a` l’e´tat de pression de
diffusion, qui de´pendrait de la trace de la partie syme´trique du gradient eule´rien de la vitesse de diffusion.
Il est finalement a` noter que l’extension de la de´marche suivie dans cette e´tude reste a` faire : i – pour
des me´langes constitue´s de N > 2 espe`ces ; ii – pour des mouvements non-quasi-statiques, i.e. pour des
e´coulements de me´lange et des mouvements diffusifs non quasistatiques et donc potentiellement turbulents.
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